
2003 øáîöãá 10 ä÷éèðîñå øéáçú - íéñçéä áéùçú :'ç ÷øô 30

ä÷éèðîñå øéáçú - íéñçéä áéùçú :'ç ÷øô

↔↔↔↔↔↔↔ íåîéàä ïîéñ äá äñøéâ ìùîì ,áéùçúä ìù úåðåù úåàñøéâ øåçáì åðìåëé íé÷åñôä áéùçúá
äñøéâ ïéá äøéçáäù íù åðéàø .äôùá òéôåî åðéà ↔↔↔↔↔↔↔ äá äñøéâ åà ,íééãåñéä íéøù÷ä éðîéñî ãçà àåä
íâ .íé÷åñôä áéùçú ìù äòáää úåéåøùôà úà äðùî äðéà àéä éë äáåùç äðéà äúøáç ïéáì úàæë úçà
íä ïëìå äôùä ìù äòáää çåë úà íéðùî íðéà ïäéðéá íéìãáääù øôñî úåàñøéâ ùé íéñçéä áéùçúá
äòáää çåë úðéçáî éøîâì úåðåù ïäù úåéñéñá úåôù éúùì ú÷ìçúî úàæä äôùä íìåà ,íéáåùç íðéà
first order predicate ïåùàø øãñî íéñçéä áéùçúïåùàø øãñî íéñçéä áéùçúïåùàø øãñî íéñçéä áéùçú àéä íééúùä ïéáî äáåùçä úéñéñáä äôùä .ïäìù
ïéá íéìãáää .second order predicate calculus éðù øãñî íéñçéä áéùçúéðù øãñî íéñçéä áéùçúéðù øãñî íéñçéä áéùçú àéä äééðùäå calculus
àåäù àéä ïåùàø øãñî áéùçúä ìù åúåáéùçù ÷ø øîàð äæ áìùá .êùîäá åðì åøøáúé åìà úåôù éúù
íäáù íéðééðòá ÷ñåò éðù øãñî áéùçúäù ãåòá ,ìåãâ ä÷éâåìä ìù äçåë íäá íéðééðò íúåàá ÷ñåò
êùîäá øîàðù äî ìë ïëì .äæ ìåôéèì óéñåäì äî ä÷éâåìì ïéà íéáø íéø÷îáå úåöåá÷ä úøåú úìôèî

.úøçà ùøåôîá øîàð íà àìà ,ïåùàø øãñî áéùçúì ñçééúé
,A äöåá÷î áëøåî àåäù A äðáî ìò úøáãîä äôù àéä íéñçéä áéùçú úôù .íéñçéä áéùçú úôù 8.1íéñçéä áéùçú úôù 8.1íéñçéä áéùçú úôù 8.1

.n ≥ 0 -ì ,A ìò íééîå÷î-n íéñçéîå A ìò úåéîå÷î-n úåìåòôî ,A ìù íéòåá÷ íéøáéàî
.íéñçéä áéùçú ìù íéðîéñä éâåñ úà äúò èøôð

:íééùéà íéðîéñ ìù íéâåñ éðù íðùé .A äöåá÷ä ìù íéøáéà íéðîñîä íéðîéñ åìà .íééùéà íéðîéñ .àíééùéà íéðîéñ .àíééùéà íéðîéñ .à
úà íéðîñî åðà .A ìù íéîééåñî àì íéøáéà íéðîñîä ,(individual variables) íééùéà íéðúùîíééùéà íéðúùîíééùéà íéðúùî

.íéñ÷ãðéà íò åà éìá ,x, y, z úåéúåàá íééùéàä íéðúùîä
úà íéðîñî åðà .A äöåá÷á íéîééåñî íéøáéà íéðîñîä ,(individual constants) íééùéà íéòåá÷íééùéà íéòåá÷íééùéà íéòåá÷

.a, b, c úåéúåàá íééùéàä íéòåá÷ä
åðà øùàë .A ìò éîå÷î-n ñçé ïîñî éîå÷î-n ñçé ïîéñ .éòáè n ìëì íééîå÷î-n íéñçé éðîéñ .áíéñçé éðîéñ .áíéñçé éðîéñ .á
úîàä éëøò íä äéëøòå A éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷ àåä äîåçúù äéö÷ðåô äæë ñçéá úåàøì íéøçåá
éîå÷î-n íâ úåéäì ìåëé åðéà ñçé ïîéñ åúåà øîåìë ,ãéçé n úåîå÷î øôñî ùé R ñçé ïîéñ ìëì .F-å T
äðáîä é"ò íéðåúðä íéñçé íéðîñî ñçéä éðîéñ ìë ïåùàø øãñî áéùçúá .m 6= n íò éîå÷î-m íâå
éòåá÷ ïéá .P,Q,R úåéúåàá íéñçéä éòåá÷ úà íéðîñî åðà .íéñçé éòåá÷íéñçé éòåá÷íéñçé éòåá÷ íäì àåø÷ì íâ øùôà ïëìå
ìù éîå÷î-åãä ñçéä úà ïîñî àåäå ïåéååéùä òåá÷ïåéååéùä òåá÷ïåéååéùä òåá÷ àø÷ðä ≈ ãçåéî éîå÷î-åã ñçé òåá÷ åðùé íéñçéä
äòáää çåë úà äðùî åðéà äæå ,íééîå÷î-0 ñçé éòåá÷ äôùá ,ìåìëì àì åà ,ìåìëì øùôà .A ìò úåäæä

.äìòîå íééîå÷î-1 ,úøçà øîàð àì ãåò ìë ,åéäé ÷åñòð åðà íäá ñçéä éòåá÷ .äôùä ìù
øîåìë ,A ìò úéîå÷î-n äìåòô ïîñî éîå÷î-n äìåòô ïîéñ .éòáè n ìëì íééîå÷î-n äìåòô éðîéñ .âäìåòô éðîéñ .âäìåòô éðîéñ .â
øôñî ùé G äìåòô ïîéñ ìëì .A éøáéà íä äéëøòå A éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷ àåä äîåçúù äéö÷ðåô
áéùçúá .m 6= n íò éîå÷î-m íâå éîå÷î-n íâ úåéäì ìåëé åðéà ñçé ïîéñ åúåà øîåìë ,ãéçé n úåîå÷î
íäì àåø÷ì íâ øùôà ïëìå äðáîä é"ò úåðåúðä úåìåòôä úà íéðîñî äìåòôä éðîéñ ìë ïåùàø øãñî

.G,H, J úåéúåàá äìåòôä éòåá÷ úà íéðîñî åðà .äìåòô éòåá÷äìåòô éòåá÷äìåòô éòåá÷
,íééùéàä íéòåá÷ä åîë ÷åéãá íéã÷ôúî íééîå÷î-0-ä äìåòôä éòåá÷ éë øåøá äéäé êùîäá ïåéãä ïî
éë øúåé ìéòé àåä íééîå÷î-0 äìåòô éòåá÷á ìåôéèä .åìà íéðîéñ éâåñ éðùî ãçàì ÷ø íé÷å÷æ åðà ïëìå
ãøôðá ñçééúäì íéùøãð åððàå èòîëå íééîå÷î-n äìåòô éòåá÷á ìåôéèä úøâñîá íäá ìôèì øùôà
,úéùòîä úéèîúîä äôùä ïî åðì øëåî øúåé àåä íééùéà íéòåá÷á ùåîéùä éðù ãöî .n = 0 äø÷îì

.äìòîå íééîå÷î-1 íä åðìù äìåòôä éòåá÷ù çéððå ,íééùéà íéòåá÷á ùîúùð åðà ïëìå
.∨∨∨∨∨∨∨,∧∧∧∧∧∧∧,→→→→→→→,¬¬¬¬¬¬¬ : íéøù÷ä éðîéñíéøù÷ä éðîéñíéøù÷ä éðîéñ

."íéé÷" åúåòîùîù ∃∃∃∃∃∃∃-å "ìëì" åúåòîùîù ∀∀∀∀∀∀∀ : (quantifiers) íéúîëä éðîéñ .äíéúîëä éðîéñ .äíéúîëä éðîéñ .ä
.÷éñôäå íéøâåñä .å÷éñôäå íéøâåñä .å÷éñôäå íéøâåñä .å

ìù L äöåá÷ä é"ò úòá÷ð äôùä øùàë ,íé÷åñôä áéùçú ìù úåðåù úåôù ùéù åðéàø 2.34-á .äôùä 8.2äôùä 8.2äôùä 8.2
,íéòåá÷ä úåöåá÷ù êëá åæî åæ úåìãáðä ,úåðåù úåôù ùé íéñçéä áéùçúá íâ .äìù íééãåñéä íé÷åñôä
÷éñôäå íééøâåñä úà úåìéëî íéñçéä áéùçú ìù úåôùä ìë .ïäá úåðåù ,ìéòì åðéðîù íéðåùä íéâåñä ïî
íéðúùî ìù äöåá÷ äúåà úà ,íéúîëäå íéøù÷ä éðîéñ úà , (éðìåôä áéúëá íéùîúùî åðà íà àìà)
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ïîéñ úà äìéëî äðéà äôùä íäá íéãçåéî íéø÷î íúåàá .≈ ïåéååéùä ïîéñ úà ììë êøãáå íééùéà
.åäùìë øçà ñçé ïîéñ úåçôì äìéëî äôùä ïåéååéùä

ïîñî òåá÷ ìëù êë ,íéîééåñî úåìåòôå íéñçé ,íéøáéà ïåîéñì äôùì íéùåøãä ,íéòåá÷ì ãåâéðá
åðà íà äðùî äæ ïéàå íìåòä ìù íéîééåñî àì íéøáéà íéðîñî íééùéàä íéðúùîä éøä ,íééåñî åäùî
úåøãñ íä äôùä ìù íééåèéáäù ïååéëî .âåñ åúåàî øçà äðúùîá åà ãçà äðúùîá êë íùì íéùîúùî
êøåà ìëá íééåèéá òéáäì ìëåðù éãëå ,íéðúùî ìù éôåñ øôñî ÷ø òéôåî éåèéá ìëá ,íéðîéñ ìù úåéôåñ
úîéé÷ù çéðð êë íùì .íéðúùî n úåçôì äôùá åéäé n éòáéè øôñî ìëìù íéëéøö åðà êåáéñ úãéî ìëáå

.íééùéà íéðúùî ìù äéðî úá äöåá÷
äìëå ñôàá ìçä ,äæ âåñî íéòåá÷ ìù åäùìë øôñî ìéëäì äìåëé äôù åäùìë âåñî íéòåá÷ì øùàá
éòåá÷ éðù ,ïåéååùä ïîéñ úà ìéëú úåãùá ú÷ñåòä äôùù àåä éòáè ìùîì .éäùìë úéôåñðéà äîöåòá
éòåá÷ éðù ãåò éìåàå 1-å 0 íéøáéàä øåáò íééùéà íéòåá÷ éðù ,ìôëäå øåáéçä øåáò íééîå÷î-åã äìåòô
úùîùîä äôù ìù íééùéàä íéòåá÷ä .äìù íéòåá÷ä ìë åéäé åìàå ,÷åìéçäå øåñéçä øåáò íéôñåð äìåòô
úåéäì íééåùò åðà íéãçåéî íéëøöì íìåà ,1-å 0 ÷ø ììë êøãá åéäé íééùîîä íéøôñîä äðáî øåáò
÷ø àì íééùéàä íéòåá÷ä øôñî úàæë äôùá .a éùîî øôñî ìëì ca éùéà òåá÷ äìéëîä äôùì íé÷å÷æ

.äéðî ïá åðéà íâ àìà éôåñ åðéàù
áéùçú ìù úåðåùä úåôùä úà ïééöð ïëì äôùì äôùî íéðåùä äôùä éáéëø íä íéòåá÷äù ïååéëî

.L äôùä äôùì àø÷ðå äôùä ìù L íéòåá÷ä úöåá÷ úåòöîàá íéñçéä
,øîåìë ,úîà éëøò íä íäìù íéëøòäù ,íé÷åñôä åéä íé÷åñôä áéùçúá åð÷ñò íäá íééåèéáä
íééåèéá :íééåèéá éâåñ éðù ùé íéñçéä áéùçúá .F åà T àåäù êøò ÷åñô ìë ìá÷î ïåúð A äðáîá
úéæëøîä úåáéùçä éìòá íééåèéáä íäå úåàçñåð íéàø÷ð åìà íééåèéá ,F åà T úîà éëøò íéìá÷îä
.íöò úåîù íéàø÷ð íäå øáåãî åá äðáîä éøáéà íäù íéëøò íéìá÷îä íééåèéáå ,íéñçéä áéùçúá
ùøåôîá øéëæðù éìáî ,L äôù øåáò íééñéñáä íééøéáçúä íéâùåîä úà íéøéãâî åðà úåàáä úåøãâäá

.äôùì úåñçééúää úà
.äàáä äîåúñä äøãâää é""ò øãâåî äæ âùåî .(term) íöò íù 8.3íöò íù 8.3íöò íù 8.3

.íöò íù àåä ,éùéà òåá÷ ìëå éùéà äðúùî ìë øîåìë ,éùéà ïîéñ ìë .à
íù àåä G(t1, . . . , tn) íâ æà íöò úåîù íä t1, . . . , tn -å ,éîå÷î-n äìåòô òåá÷ àåä G ,n ≥ 1 íà .á

.G(t1, t2) íå÷îá t1Gt2 áåúëì âåäð n = 2 øùàë .íöò
.'á–'à éôì íöò íù àåä íà ÷ø íöò íù àåä éåèéá .â

äîåãá ,íöò íù ìù äøéöéä úøãéñ âùåîá ùåîéù é"ò úùøåôî äøãâäì úàæ äîåúñ äøãâäî øåáòì ì÷
.úàæ äøåãäîá 2.4-ì

.úåàáä úåøåöä úçà ìòá éåèéá àéä (atomic formula) úéîåèà äçñåð 8.4úéîåèà äçñåð 8.4úéîåèà äçñåð 8.4
.íöò úåîù íä t1, . . . , tn -å éîå÷î-n ñçé ïîéñ àåä R ,n ≥ 1 øùàë ,R(t1, . . . , tn)

.G(t1, t2) íå÷îá t1Rt2 áåúëì âåäð n = 2 øùàë
.úéîåèà äçñåð àåä äæë ñçé òåá÷ ìë íâ æà ,íééîå÷î-0 ñçé éòåá÷ íâ äôùá íéììåë åðà íà

.äàáä äîåúñä äøãâää é""ò øãâåî äæ âùåî .(formula) äçñåð 8.5äçñåð 8.5äçñåð 8.5
.äçñåð àéä úéîåèà äçñåð ìë .à

.äçñåð àéä ¬φ íâ æà äçñåð àéä φ íà .á
.äçñåð àéä φ�ψ æà éñéñá éîå÷î-åã øù÷ àåä �-å úåàçñåð ïä ψ-å φ íà .â

.äçñåð Qxφ æà ,äðúùî x-å ,∃ åà ∀ àåä Q øîåìë ,úîë Q ,äçñåð àéä φ íà .ã
.'ã-'à éôì äçñåð àåä íà ÷ø äçñåð àåä éåèéá .ä

.2.21-á åðâäðäù íéøåöé÷ä ìëá ùîúùð úåàçñåð úáéúëá
ùîúùðå ,úùøåôî äøãâäì äúåà êåôäì ãöéëå úàæë äîåúñ äøãâä ïéáäì ãöéë äìàùá äúò ïåãð
ïéáäì ùé ?'â ÷ìç ìù úåòîùîä éäî íìåà ,äøåøá àéä 'á-å 'à íé÷ìç ìù úåòîùîä .äîâåãë 8.3 äøãâäá
ìù ,úéðùðå úøæåç éìåà ,äìòôä é"ò íééùéà íéðîéñî ìá÷úî àåä íà ÷ø íöò íù àåä t éåèéáù êë úàæ
ïîéñ àåä äìù øáéà ìëù t1, . . . , tn äøãéñ úîéé÷ æà íöò íù àåä t íàù øîåà äæ .'á ìù úåìåòôä
äøãéñì .t àåä äéøáéàî ãçàùå ,'á ìù äìåòôä é"ò äøãéñá íéîãå÷ íéøáéàî ìá÷úî àåäù åà éùéà
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.íöòä íù âùåî ìù úùøåôî äøãâäì ìéáåî äæå ,íöò íù ìù äøéöé úøãéñ àø÷ð úàæë
éùéà ïîéñ àåä ti 1 ≤ i ≤ n ìëìù êë t1, . . . , tn äøãéñ úàæ íöò íù ìù äøéöé úøãéñíöò íù ìù äøéöé úøãéñíöò íù ìù äøéöé úøãéñ .à .äøãâä 8.6äøãâä 8.6äøãâä 8.6

.ti = G(tj1 , . . . , tjk
) -ù êë 1 ≤ j1, . . . , jk < i -å G éîå÷î-k äìåòô òåá÷ ,k ≥ 1 íéîéé÷ù åà
.éäùìë íöò íù ìù äøéöé úøãéñ ìù áéëø àéä íà íöò íùíöò íùíöò íù àéä úæåøçî .á

.(2.4 äàø)
.[2.6 äàø].'á-å 'à8.3 úà çëåä 8.6 äøãâäî êúàöá .à .ìéâøú 8.7ìéâøú 8.7ìéâøú 8.7

:íéàáä íéàðúä íéîéé÷ù êë äðåëú ú éäú .íöò úåîùì äéö÷åãðéàä ïåø÷òíöò úåîùì äéö÷åãðéàä ïåø÷òíöò úåîùì äéö÷åãðéàä ïåø÷ò .á
,ú äðåëúä ìòá àåä éùéà ïîéñ ìë (i)

ìòá àåä G(t1, . . . , tk) íâ æà ú äðåëúä éìòá íä t1, . . . , tk íà G éîå÷î-k äìåòô ïîéñ ìëì (ii)
.ú äðåëúä

.[2.8 äàø] .ú äðåëúä ìòá àåä íöò íù ìë æà
.äçñåðä âùåîì úùøåôî äøãâä ïú 8.5-î êúàöá .à .ìéâøú 8.8ìéâøú 8.8ìéâøú 8.8

.'â ãò 'à8.5 úà çëåä 'à éôì øãâåî äçñåðä âùåî øùàë .á
:íéàáä íéàðúä íéîéé÷ù êë äðåëú ú éäú .úåàçñåðì äéö÷åãðéàä ïåø÷òúåàçñåðì äéö÷åãðéàä ïåø÷òúåàçñåðì äéö÷åãðéàä ïåø÷ò .â

,ú äðåëúä úìòá àéä úéîåèà äçñåð ìë (i)
,ú äðåëúä úìòá àéä ¬φ íâ æà ú äðåëúä úìòá àéä φ íà (ii)

,ú äðåëúä úìòá àéä φ�ψ íâ æà éãåñé é÷åñô øù÷ �-å ú äðåëúä úåìòá ïä ψ-å φ íà (iii)
.ú äðåëúä úìòá àéä Qxφ íâ æà úîë Q-å äðúùî x ,ú äðåëúä úìòá àéä φ íà (iv)

.ú äðåëúä úìòá àéä äçñåð ìë æà
âùåî úà íéñçéä áéùçúì øãâä øúàá 2.23-á ÷åñôä-úú âùåî ìù íé÷åñôä áéùçúì äøãâäì äîåãá .ã
2.23-ì ìéá÷îä èôùîä úà çëåäå çñð .Qxψ ìù äçñåð-úú úåéäì ψ ìòù êëì áì íéù .äçñåðä úúäçñåðä úúäçñåðä úú

.'æ-'à
ìù òåá÷ àåä φ-á àöîðä òåá÷ ìë íà φ-ì äîéàúî L äôùù øîàð .úæåøçî φ éäú .ìéâøúå äøãâä 8.9ìéâøúå äøãâä 8.9ìéâøúå äøãâä 8.9

.φ-ì äîéàúî A úôù íà ,A-ì äîéàúî φ-ù íâå ,φ-ì íéàúî A äðáîù øîàð .L
.L2 äôùá íöò íù íâ àåä t æà t-ì äîéàúî äôù àéä L2 íâå L1 äôùá íöò íù t íà .à

.L2-á äçñåð íâ àéä φ æà äì äîéàúî äôù àéä L2 íâù L1 äôùá äçñåð φ éäú .á
äéåìú äðéà äçñåð åà íöò íù àéä úæåøçî íà äìàùì äáåùúäù øîåà äæ èôùî ,íù åîë .2.29 äàø

.äîöò úæåøçîá úåððåáúä êåúî úìá÷úî àéä àìà L äôùá
áéùçú úôù ìò äë ãò åðçëåäù äî êøåöì ,íé÷åñôä áéùçúá åîë .íéñçéä áéùçú úåìåòô úøãâä 8.10íéñçéä áéùçú úåìåòô úøãâä 8.10íéñçéä áéùçú úåìåòô úøãâä 8.10
äàéø÷ä êøåöì ùåøã øáãä ìáà ,äôùä ìù íééåèéáä íéàøð ÷åéãá êéà úòãì íéëéøö åððéà íéñçéä

.íéñçéä áéùçú ìù íééåèéáä úà úåøöåéä úåìåòôä ìù äøãâä ïàë ïúéð ïëì .íäìù äãéçéä
G(t1, . . . , tn) = G(t1, . . . , tn) G éîå÷î-n äìåòô ïîéñì
t1Gt2 = G(t1, t2) G éîå÷î åã äìåòô ïîéñì
R(t1, . . . , tn) = R(t1, . . . , tn) R éîå÷î-n ñçé ïîéñì
t1Rt2 = R(t1, t2) R éîå÷î åã ñçé ïîéñì
¬φ = ¬¬¬¬¬¬¬φ

φ�ψ = (φ �������ψ) � éãåñé éîå÷î åã øù÷ì
Qxφ = Qx(φ) x äðúùîìå Q úîëì
-àä éúù ïéáî úçà ÷åéãá úîéé÷ t íöò íùì .à .úåàçñåðå íöò úåîùì äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.11úåàçñåðå íöò úåîùì äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.11úåàçñåðå íöò úåîùì äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.11

:úåàáä úåéåøùô
.éùéà ïîéñ àåä t (i)

êë íéãéçé t1, . . . , tn íöò úåîùå G ãéçé éîå÷î-n äìåòô ïîéñ ,ãéçé n ≥ 1 íéé÷ (ii)
.t = G(t1, . . . , tn) -ù

t1, . . . , tn íöò úåîùå R ãéçé éîå÷î-n ñçé ïîéñ ,ãéçé n ≥ 1 íéé÷ æà úéîåèà äçñåð àéä φ íà .á
.φ = R(t1, . . . , tn) -ù êë íéãéçé

.(íééøâåñ àìì φ = R n = 0 äø÷îá æà íééîå÷î-0 ñçé éòåá÷ íâ äìéëî äôùä íà)
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:íéàáä íéø÷îä ãçà ÷åéãá íéé÷ æà äçñåð àéä φ íà .â
.úéîåèà äçñåð àéä φ (i)

.äãéçé ψ äçñåð øåáò ¬ψ àéä φ (ii)
.úåãéçé ψ, χ úåàçñåðå � ãéçé éãåñé éîå÷î-åã øù÷ øåáò ψ�χ àéä φ (iii)

.äãéçé ψ äçñåðå ãéçé x äðúùî ,ãéçé Q úîë øåáò Qx(ψ) àéä φ (iv)
ïéàå ,íé÷åñôä áéùçúá äãéçéä äàéø÷ä èôùî úçëåä åîë úåðåéòø íúåà ìò úññáúî äçëåää .äçëåääçëåääçëåä

.ùãç éðåø÷ò øáã íåù äá
íúéøåâìà íéé÷ù êë äôù L éäú .úåàçñåðå íöò úåîùì úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.12úåàçñåðå íöò úåîùì úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.12úåàçñåðå íöò úåîùì úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷ä èôùî 8.12
åìù úåîå÷îä øôñî åäîå L-á åìù ãé÷ôúä åäî ,L ìù ïîéñ àåä ïåúð ïîéñ íà äìàùä ìò äðåòä

.(äìåòô òåá÷ åà ñçé òåá÷ àåä íà)
úéáåéç äáåùú ìù äø÷îáå ,àì åà L ìù íöò íù àéä äðåúð t úæåøçî íà ÷ãåáä íúéøåâìà íéé÷ .à
G äìåòôä ïîéñ ,n øôñî úà ïúåð àåäù åà ,äðúùî åà éùéà òåá÷ àåä íöòä íù íà äðåò íúéøåâìàä

.t = G(t1, . . . , tn) -ù êë t1, . . . , tn íöòä úåîùå
ìù äø÷îáå ,àì åà L ìù úéîåèà äçñåð àéä äðåúð φ úæåøçî íà ÷ãåáä íúéøåâìà íéé÷ .á
êë t1, . . . , tn íöòä úåîù úàå R ñçéä ïîéñ úà ,n øôñîä úà ïúåð íúéøåâìàä úéáåéç äáåùú

.φ = R(t1, . . . , tn) -ù
úéáåéç äáåùú ìù äø÷îáå ,àì åà L ìù äçñåð àéä äðåúð φ úæåøçî íà ÷ãåáä íúéøåâìà íéé÷ .â
úà ïúåð àåä êëì óñåðáå ,äçñåðä úëééù 'â11.8 ìù (i) − (iv) íéâåñä ïî âåñ äæéàì òéãåî íúéøåâìàä

.àáä òãéîä
.ψ úà ïúåð íúéøåâìàä ψ äçñåð øåáò ¬ψ àéä φ íà

.χ-å ψ ,� úà ïúåð íúéøåâìàä ψ, χ úåàçñåðå � éãåñé éîå÷î-åã øù÷ øåáò ψ�χ àéä φ íà
.ψ úàå x úà ,Q úà ïúåð íúéøåâìàä u äðúùîå Q úîë øåáò Qx(ψ) àéä φ íà

ïéàå ,íé÷åñôä áéùçúá äãéçéä äàéø÷ä èôùî úçëåä åîë úåðåéòø íúåà ìò úññáúî äçëåää .äçëåääçëåääçëåä
.ùãç éðåø÷ò øáã íåù äá

äøãâäì íé÷å÷æ åðà íéñçéä áéùçú ìù ä÷éèðîñä úà çúôì éãë ,íé÷åñôä áéùçúá åîë
úåîù ìò äéñøå÷øá äøãâää éèôùî úçëåä .úåàçñåðä ìòå íöòä úåîù ìò úåéö÷ðåô ìù äéñøå÷øá
àì ïë ìòå íé÷åñôä áéùçúá íé÷åñôä ìò äéñøå÷øä èôùî úçëåäì éøîâì äîåã úåàçñåðä ìòå íöòä
éèôùî ìë úà äñëîä äéñøå÷øá äøãâä ìò éììë èôùî úúì øùôà ,ïë ìò øúé .ïàë åìà úåçëåä àéáð
äøåãäîá úàæ úåùòì àì åðøçá ìáà ,äðåùàøä äøåãäîá øáãä äùòð êëå ,øéáçúá äéñøå÷øá äøãâää

.éãî èùôåî äéäé àì ïåéãäù éãë úéçëåðä
äðééäú .éäùìë äöåá÷ W éäú .íéñçéä áéùçú ìù äôù L éäú .íöòä úåîù ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.13íöòä úåîù ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.13íöòä úåîù ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.13
,W êåúì íéðúùîä úöåá÷î äéö÷ðåô Gvr ,W êåúì L ìù íééùéàä íéòåá÷ä úöåá÷î äéö÷ðåô Gcn

( W éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷ àéäù) Wn-î äéö÷ðåô GH éäú L ìù H éîå÷î-n äìåòô òåá÷ ìëìå
:úîéé÷îä W êåúì L ìù íöòä úåîù ìë úöåá÷î äãéçé F äéö÷ðåô úîéé÷ .W êåúì

.F (c) = Gcn(c) L ìù c éùéà òåá÷ ìëì .à
.F (x) = Gvr(x) x äðúùî ìëì .á

L ìù t1, . . . , tn íöò úåîùå L ìù H éîå÷î-n äìåòô òåá÷ ìëì .â
.F (H(t1, . . . , tn)) = GH(F (t1), . . . , F (tn))

äôùä ìù íéðúùîä úöåá÷ V ,íéñçéä áéùçú ìù äôù L äðééäú .úåàçñåðä ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.14úåàçñåðä ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.14úåàçñåðä ìò äéñøå÷øá äøãâä 8.14
,G¬ : W → W ,W êåúì L ìù úåéîåèàä úåàçñåðä úöåá÷î äéö÷ðåô Gaf äðééäú .éäùìë äöåá÷ W -å

.GQ : V ×W → W Q úîë ìëìå ,G� : W ×W → W � éãåñé éîå÷î åã øù÷ ìëì
:úîéé÷îä W êåúì L ìù úåàçñåðä ìë úöåá÷î äãéçé F äéö÷ðåô úîéé÷

.F (φ) = Gaf(φ) L ìù φ úéîåèà äçñåð ìëì .à
.F (¬φ) = G¬(F (φ)) L ìù φ ÷åñô ìëì .á

.F (φ�ψ) = G�(F (φ), F (ψ)) � éãåñé é÷åñô øù÷ìå L ìù φ, ψ íäùìë íé÷åñôì .â
.F (Qxφ) = GQ(x, F (φ)) x äðúùîå Q úîë ,L ìù φ ÷åñô ìëì .ã
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íéñçéä áéùçú ééåèéá ìéòì åðøòä øáëù éôë .íéñçéä áéùçú ìù ä÷éèðîñì íéòéâî åðà úòë
íà ,àîâåãì .äôùì äðáîä ïéá äîàúä úåéäì äëéøöù øåøá .íéàúî A äðáî ìò ãéîú "íéøáãî"
ìåôéèì äôùäù øåøá æà íéôñåð úåìåòô åà íéñçé àìì A ìò < øãñ ñçéîå A íìåòî áëøåî A äðáîä
,øãñä ñçé úà ïîñîä éîå÷î-åã ñçé òåá÷å åéååùä úà ïîñîä≈ ñçéä òåá÷ úà ìéëäì äëéøö äæ äðáîá
0, 1 íéðééåöî íéøáéà íò F äãùî áëøåîä A äðáî àåä äéðù àîâåã .äôùä ìù íéòåá÷ä ìë íä åìàå
óñåðá ,ìéëäì úáééç äæ äðáî ìò úøáãîä äôù .äãùá ìôëäå øåáéçä ìù úåéîå÷î-åãä úåìåòôä éúù íòå
íéðîñîä íééîå÷î-åã äìåòô éòåá÷ éðùå ,0, 1 íéøáéàä øåáò 0, 1 íééùéà íéòåá÷ ,≈ ïåéååùä òåá÷ ìò
.úéôåñåìéô äìàù àéäù úàæ äìàùì ñðëð àì ?äôùä åà äðáîä ,éîì íãå÷ éî .ìôëäå øåáéçä úåìåòô úà

.äðåúð äôùì äîàúäá øöåð äðáî ìëùå íéðáîì úîãå÷ äôùäù çéðäì ,úåéðëè úåáéñî ,çåð åðì
íéñçéá ,A ìù íéøáéàá ãçà øù÷äá úåáø íéîòô ÷åñòð åðà A äöåá÷ ïúðéäá .äöåá÷ ìò íéìòåô 8.15äöåá÷ ìò íéìòåô 8.15äöåá÷ ìò íéìòåô 8.15
.A ìò íéìòåôìò íéìòåôìò íéìòåô íìåëì àø÷ð úçà úáá åììä íéîöòä éâåñ ìë ìò øáãì ìëåðù éãë .A ìò úåìåòôáå A ìò
A éøáéàù øîàð åðàå ,íéìòåôä éâåñ ìëì íéîéàúî íéáéëø íéàöîð íéñçéä áéùçú ìù L äôùá
íééîå÷î-n-ä ñçéä éòåá÷ì íéîéàúî A ìò íééîå÷î-n-ä íéñçéä ,L ìù íééùéàä íéòåá÷ì íéîéàúî

.A ìò íééîå÷î n-ä äìåòôä éòåá÷ì úåîéàúî A ìò úåéîå÷î-n-ä úåìåòôäå ,L ìù
äöåá÷ àéä A-ù ïëéä A = 〈A, I〉 âåæ åäæ L-ì íéàúî äðáîL-ì íéàúî äðáîL-ì íéàúî äðáî .íéñçéä áéùçú ìù äôù L éäú .äðáî 8.16äðáî 8.16äðáî 8.16
R òåá÷ ìëìå ,L ìù íéòåá÷ä úöåá÷ àéä äîåçúù äéö÷ðåô àéä I-å A ìù íìåòäíìåòäíìåòä úàø÷ðä ä÷éø àì
.A úôùúôùúôù àø÷éú L äôùä .A ìò úåäæä ñçé àåä I(≈) -å ,R-ì íéàúîä A ìò ìòåô àåä I(R) L ìù

.I(R) íå÷îá RA åà A(R) ììë êøãá áåúëð A úôù ìù R òåá÷å A = 〈A, I〉 øåáò
íééîå÷î-åãä äìåòôä éòåá÷ ,≈ ñçéä òåá÷ íä äìù íéòåá÷äù äôù L éäú .úåàîâåã øôñî äàøð
,äãù F øùàë A = 〈F, I〉 âåæ àåä L-ì íéàúî äðáîì àîâåã .1-å 0 íééùéàä íéòåá÷äå ◦-å u
ìù ìôëä úìåòô àéä ◦A ,äãùä ìù øåáéçä úìåòô àéä uA ,F ìò úåäæä ñçé àåä (I(≈) åðéäù) ≈A

.äãùä ìù äãéçéä øáéà àåä 1A -å äãùä ìù ñôàä øáéà àåä 0A ,äãùä
úìåòô .íéðîñî íä íúåà íéìòåôä ïéáì äôùä éòåá÷ ïéá ïàë åðéùòù äøåøáä äðçáäì áì íéùì ùé
àåäù u-á åðîéñ úàæ äìåòôì íéàúîä äìåòôä ïîéñ úà .+ ïîéñá ììë êøãá úðîåñî F äãùá øåáéçä
äìåòôä ïîéñ úàå ,· ïîéñá ììë êøãá úðîåñî F äãùá ìôëä úìåòô ,ïë åîë .åðîî äðåù ìáà +-ì äîåã
íééùéàä íéòåá÷ä úà .åðîî äðåù ìáà ·-ì äî úãéîá äîåã àåäù ◦-á åðîéñ úàæ äìåòôì íéàúîä

.äðåù ïôåâá úåøôñ ïä åìàù ,0, 1 -á åðîéñ 0, 1 íéøôñîì íéîéàúîä
íéðåù íéîöòá øáåãî éë ãåàî äáåùç àéä íéðîñî íä íúåà íéìòåôä ïéáì íéòåá÷ä ïéá äðçáää
åðàùë úàæ úîåòì .åäùìë ïîéñì àìå ,äãùä ìù øåáéçä úìåòôì íéðååëúî åðà + íéáúåë åðàùë .úéìëúá
ïîéñ àåä u .øéáçúä ìù øåöé àåä äæëëå ïîéñ àåäù ,äôùä ìù äìåòô òåá÷ì íéðååëúî åðà u íéáúåë
íéìòåôä ïéáì íéðîéñä ïéá äðçáää øñåç .åäùìë A äðáîì åà åäùìë F äãùì ,åîöòùëì ,øåù÷ åðéàù

.íéãéîìú ìù úåáø úåéåòèì øå÷î àåä
øåáò íéðîéñä íúåàá íéùîúùî ä÷éâåìá øúåé íéîã÷úî íéàùåðá íé÷ñåò øùàë ,úàæ íò
íâå øåáéçä úìåòô úà íâ ïîñî + ïîéñä íù ,ìùîì .íéðîñî íä íúåà íéìòåôä øåáòå íéòåá÷ä
øúåé íéàöîúîä íéùðàá øáåãî éë éøùôà øáãä íù .u ïîéñá êøåö ïéàå ,øåáéçä úìåòô ïîéñ úà

.øåáéçä úìåòô úà ïîñî + ïëéäå øåáéçä òåá÷ úà ïîñî + ïëéä ,øù÷ää éôì ,íéòãåéå ä÷éâåìá
íéðîñî åðàù (0 ììåë) íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ àåä N ìù íìåòä .N íééòáèä íéøôñîä äðáî 8.17íééòáèä íéøôñîä äðáî 8.17íééòáèä íéøôñîä äðáî 8.17
d-ù ïëéä ,SN = d ,ω ìò úåäæä ñçé àåä ≈N ,{≈, 0,S} àéä äðáîä úôù .ω úéðååéä úåàá äúåà
äáøðå úåéä .0N = 0 -å ,n ìëì d(n) = n + 1 é"ò úøãâåîä äìåòôä øîåìë ,ω ìò á÷åòä úìåòô àéä
äæ äðáî ìò ,éìîøåô àì ïôåàá ,øáãì êéùîð ìòåô äæéà ïîñîä ïîéñä åäéî åðì øåøáå ,äæ äðáîá ÷åñòì
íä äéòåá÷ù äôùá A äðáîì ïååëúð 〈ω, 0, d, +, ·, <〉 äðáîä ìò øáãð øùàë ,ïë åîë .〈ω, 0, d〉 äðáîë
êéùîð åðà .≺A=< -å ◦A = · ,uA = + íéé÷îäå ì"ðë íä ≈A, 0A,SA åøåáò øùà ,≈, 0,S,u, ◦,≺
íééòáèä íéøôñîä äðáî íùá 〈ω, 0, d, +, ·, <〉 -å 〈ω, 0, d, +, ·〉 ,〈ω, 0, d〉 íéðáîäî ãçà ìëì àø÷ðå

.íéðååëúî åðà åììä íéðáîä úùåìù ïéáî äæéàì øù÷ää êåúî øåøá äéäéå
÷éñôìå íééøâåñì ?íúåòîùî úà äôùä ìù íéðîéñä íéìá÷î ãöéë .äôùä éðîéñì úåòîùî ïúî 8.18äôùä éðîéñì úåòîùî ïúî 8.18äôùä éðîéñì úåòîùî ïúî 8.18
ìù úåòîùîä øùàë ,úåòîùî ùé íéøù÷ä éðîéñì .ãáìá íééøéáçú íéëøöì íéîéé÷ íäå úåòîùî ïéà
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éøîâì äòåá÷ àéä íéøù÷ä éðîéñ ìù úåòîùîä ïëì .íéàúîä øù÷ä ìù úîàä çåì àéä øù÷ ïîéñ ìë
íéúîëä ìù úåòîùîä úà äàøð åðà .øçà äðáîì ãçà äðáîî íéøáåò åðà øùàë äðúùî äðéàù êëá
ìù A íìåòá äéåìú íéúîëä ìù úåòîùîä éë äàøð íâ æàå ,úåàçñåðä ìù úîàä éëøò úà øéãâð øùàë
åðøëæä øáëù éôë .íéðúùîäå íéòåá÷ä äúò åðì åøúåð .äðáîä ìù íéìòåôá àì ìáà ,÷åñòð åá äðáîä
A(R) úåòîùî ïúåð L äôùì íéàúîä A äðáî .íéàúî ìòåô úåéäì úáééç òåá÷ ìù úåòîùîä ,ìéòì
,äðáîä é"ò úòá÷ð íúåòîùî éë äæ íùá íéòåá÷ì íéàøå÷ åðàù äáéñä àéä úàæ .äôùä ìù R òåá÷ ìëì
ùåîéù éðùì ãçà äðáîî øáòîá úåàøì ïéà .åäðùîì ãçà äðáîî íéøáåò åðà øùàë äðúùî àéä éë íà
úøåúá èôùî íéçéëåî åðà øùàë ,ìùîì .íéáø íéðáîá ú÷ñåò äðåúð L äôùù éòáè äæ ;äôùá âéøç

.äãù ìëá éúéîà úåéäì øåîà åðçëåäù èôùîä úåãùä
øùàë åìéôà äòåá÷ úåòîùî ïéà åìà íéðúùîì .íéðúùîä ìù úåòîùîä úìàùá ïåãì åðéìò úòë
íöòä íùá ìùîì ìëúñð .äàøðù éôë úéòøà úåòîùî íäì úúì êéøö ìáà ,íééåñî äðáî ìò íéøáãî
úìåòô àåä u äìåòôä òåá÷ ìùå 1 øôñîä àåä 1 éùéàä òåá÷ä ìù êøòä .íéøôñîä úøåúá 1 u 1
äñððå x u 1 éåèéáá ïðåáúð úòë .2 øîåìë ,1 + 1 øôñîä àåä 1 u 1 éåèéáä ìù êøòä ïëìå ,+ øåáéçä
éåìúä êøò åì ùé íìåà ,íééåñî êøò åì ïúåð åðéà íééòáèä íéøôñîä äðáîù øåøá .åìù êøòä åäî úåàøì
úúì ìéáùá .8 øîåìë ,7 + 1 x u 1 ìù êøòä äéäé 7 êøòä úà x-ì ïúð íà ,ìùîì .x-ì òá÷ðù êøòá
A = 〈A, I〉 äðáîáù åîë ÷åéãá íéëøò íäì úðúåðä äéö÷ðåôá ùîúùð L ìù íéðúùîä ìëì íéëøò

.L ìù íéòåá÷ä ìëì íéëøò úðúåð I äéö÷ðåôä
íéðúùîä úöåá÷ àåä äîåçúù s äéö÷ðåô àéä A-á (assignment) äîùääîùääîùä .äöåá÷ A éäú .äøãâä 8.19äøãâä 8.19äøãâä 8.19

.A éøáéà íä äéëøòå
íéøéãâî åðà L ìù t íöò íù ìëì .L-ì íéàúî äðáî A éäéå äôù L éäú .íöò íù ìù êøòä úøãâä 8.20íöò íù ìù êøòä úøãâä 8.20íöò íù ìù êøòä úøãâä 8.20
òåá÷ ìëì .ïî÷ìãë t íöòä íù úøéöé ìò äéñøå÷øá s äîùäáå A äðáîá t ìù val(A, s, t) êøòä úà

.val(A, s, c) = cA L ìù c éùéà
.val(A, s, x) = s(x) x äðúùî ìëì

t1, . . . , tn íöò úåîùå H éîå÷î-n äìåòô ïîéñ ìëì

val(A, s,H(t1, . . . , tn)) = HA(val(A, s, t1), . . . , val(A, s, tn)) (1)

íù ìù êøòä .ãáìá äîùää é"ò äðúùî ìù êøòäå ,ãáìá äðáîä é"ò ïåúð éùéà òåá÷ ìù êøòäù ùéâãð
.äîùäá íâå äðáîá íâ éåìú äìåòô éòåá÷å íéðúùî ììåëä íöò

.A-á àöîð t ìù val(A, s, t) êøòä éë t íöòä íù ìò äéö÷åãðéàá çëåä .à .ìéâøú 8.21ìéâøú 8.21ìéâøú 8.21
êøòä éë äðòèä úà éìîøåô çåñéðá çñð .íéðúùî ìéëî åðéà íà òåá÷ íöò íùòåá÷ íöò íùòåá÷ íöò íù àø÷ð íöò íù .á

.äúåà çëåäå ,s äîùäá éåìú åðéà t òåá÷ íöò íù ìù val(A, s, t)
y-ìå 2 êøòä úà x-ì úðúåðä äîùäáå íééòáèä íéøôñîä äðáîá x◦ (yu1) ìù êøòä úà áùçð .àîâåãàîâåãàîâåã
íéìá÷úîä íöòä úåîù ìë ìù íéëøòä úà áùçðå x◦ (yu1) íöòä íù úøéöé øçà áå÷òð .3 êøòä úà
úà x, y =ì úðúåð s äîùää .1 øôñîä àåäù êøòä úà 1 éùéàä òåá÷ì ïúåð A äðáîä .úàæ äøéöé êåú
òåá÷ àåä u-å úåéä .y u 1 = u(y, 1) 8.10 éôì .y u 1 ìù êøòä úà áùçð úòë .äîàúäá 2, 3 íéëøòä
øùàë ,+ êøòä úà u-ì ïúåð äæ äðáîå íééòáèä íéøôñîä ìù N äðáîä é"ò uN-ë òá÷ð åëøò äìåòô
åðàùë úòë .3 + 1 = 4 àåä y u 1 ìù êøòä (1) éôì ïëì .íééòáèä íéøôñîä ìù øåáéçä úìåòô àéä +
äìåòôä òåá÷ ìù úåòîùîä .x◦ (yu1) ìù êøòä áåùéçì ùâéð yu1 ìùå x ìù íéëøòä úà øáë íéòãåé

.2 · 4 = 8 àåä x ◦ (y u 1) ìù êøòä ïëì .íééòáèä íéøôñîá · ìôëä úìåòô àéäå äðáîä é"ò äðåúð ◦
êøò úà íéøéãâî åðà L ìù φ äçñåð ìëì .L-ì íéàúî äðáî A éäéå äôù L éäú .úîàä úøãâä 8.22úîàä úøãâä 8.22úîàä úøãâä 8.22
úéö÷ðåô úà íâ ïîñì éãë val -á íéùîúùî åðà .ïî÷ìãë s äîùäáå A äðáîá φ ìù val(A, s, φ) úîàä
íéòãåé åðà éë íâô ìë êëá ïéà ìáà ,úåàçñåðä ìù úîàä êøò úéö÷ðåô úà íâå íöòä úåîù ìù êøòä

.äçñåð åà íöò íù ,åéìò úìòôåî àéäù éåèéáä éôì øáåãî äéö÷ðåô åæéàá
äëøò .éîå÷î-n ñçé ïîéñ àåä R øùàë R(t1, . . . , tn) äøåöä úìòá àéä æà úéîåèà äçñåð àéä φ íà .à

é"ò øãâåî äçñåðä ìù

val(A, s,R(t1, . . . , tn)) = RA(val(A, s, t1), . . . , val(A, s, tn)) (2)
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ñçé àåä RA -å úåéä .val(A, s, t1), . . . , val(A, s, tn) ∈ A éë íöò íù ìù êøòä úøãâäá åðéàø
.úîà êøò àåä val(A, s,R(t1, . . . , tn)) -ì úðúåð (2)-ù êøòä ïëì A ìò éîå÷î-n

úåàçñåðì øùàë ,äçñåðä úøéöé ìò äéñøå÷øá øãâåî äçñåðä ìù úîàä êøò úéììë φ äçñåðì
.ïî÷ìãë àåä äéñøå÷øä áìùå 'à-á úîàä êøò úà åðøãâä úåéîåèàä

æà ,éãåñé éîå÷î åã øù÷ � øùàë ,φ = ψ�χ íà .á

val(A, s, ψ�χ) = t�(val(A, s, ψ), val(A, s, χ)) (3)

æà φ = ¬ψ íà .â

val(A, s,¬ψ) = t¬(val(A, s, ψ)) (4)

úîàä éëøò éðù úöåá÷ù øéëæð ,úéùàø .íéøáã øôñî ãåò øîàð íéøúåðä íéø÷îá ïåãðù éðôì
úà ïîñî f

(
y
a

)
éäùìë f äéö÷ðåô øåáò ,úéðù .äæ øãñá ùîúùð åðúåéçåðìå ,F < T -ù êë úøãåñî

áùçúäì éìáî ,g(y) = a -ù êëì èøô g(x) = f(x) äîåçúá x ìëìå f íåçúë äîåçúù g äéö÷ðåôä
.f(y) êøòá

æà ,åäùìë äðúùî x øùàë ,φ = ∀xψ íà .ã

val(A, s,∀xψ) = min
{
val

(
A, s

(x
a

)
, ψ

) | a ∈ A
}

(5)

æà ,åäùìë äðúùî x øùàë ,φ = ∃xψ íà .ä

val(A, s,∃xψ) = max
{
val

(
A, s

(x
a

)
, ψ

) | a ∈ A
}

(6)

ìéá÷îáå ,F åà T øîåìë ,úîà êøò àåä φ ìù êøòä éë φ äçñåðä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äúò çéëåð
.úîàä úøãâä úà øéáñð

.úîà êøò àåä úéîåèà äçñåð ìë ìù êøòä éë ìéòì åðøëæä øáë .à
éëøò éðù ìò .úîà éëøò íä val(A, s, χ) -å val(A, s, ψ) äéö÷åãðéàä úçðä éôì æà φ = ψ�χ íà .á
êøòä æà φ = ψ ∧χ íà ,ìùîì .úîà êøò àéä äàöåúäå t� úîàä çåì úà (3)-á íéìéòôî åðà åìà úîà
íâå ψ íâ ííà úéúéîà φ øîåìë ,χ-å ψ ìù íéëøòä ìò ∧ ìù t∧ úîàä çåì úìòôä é"ò ìá÷úî φ ìù

.úåéúéîà χ

íâ úðúåð äæ êøò ìò t¬ úìòôä .úîà êøò àåä val(A, s, ψ) äéö÷åãðéàä úçðä éôì æà φ = ¬ψ íà .â
.úîà êøò àåä val(A, s,¬ψ) íâ (4) éôì ïëìå ,úîà êøò àéä

ïëìå úîà éëøò úöåá÷ ìù íåîéðéî àåä (5) ìù ïéîé óâà .(5) é"ò òá÷ð φ ìù êøòä æà φ = ∀xψ íà .ã
.úîà êøò íâ ,ïáåîë ,àåä

"x ìëì" -á øùàë ,"ψ íéé÷úî x ìëì"-ë ∀xψ úà íéàøå÷ åðà .(5) äøãâää úøîåà äî äúò äàøð
úéúéîà ψ íà ÷åãáì íéëéøö åðà úéúéîà ∀xψ äçñåðä íà úòãì éãë ïëì .A ìù øáéà ìëì àéä äðååëä
íéëøòä ìë úà íéðúåð åðà x-ì øùàë ψ úåéúéîà úà ïëì íé÷ãåá åðà .x ìù A-á íéëøòä ìë øåáò
íéìá÷î ψ-á íéòåá÷äå s é"ò íäì íéðúéðä íéëøòä úà íéìá÷î ψ-á íéðúùîä øúéù ãåòá a íééøùôàä
íéðúåð åðà íéðúùîä øàùìù ãåòá a êøòä úà x-ì íéðúåð åðà ãöéë .A é"ò íäì íéðúéðä íéëøòä úà
êøòä úà äðúùî ìëì úðúåðä s

(x
a

)
äîùäá íéùîúùî åðà êë íùì ?s é"ò íäì íéðúéðä íéëøòä úà

val
(
A, s

(x
a

)
, ψ

)
íéëøòä úà íé÷ãåá åðà ïëì .a-ë ùøåôîá òá÷ð x ìù êøòäù êëì èøô s é"ò åì ïúéðä

.s-áå A-á úéúéîà " ψ x ìëì" äçñåðäù òá÷ðù øéáñ æà úîà íä åììä íéëøòä ìë íà .a ∈ A ìëì
A-á úéúéîà äðéà " ψ x ìëì" äçñåðäù òåá÷ì øéáñ æà ø÷ù àåä åìà íéëøòî ãçà ,úàæ úîåòì ,íà
úà äìéëî äðéà äöåá÷ä ííà T àåä úîà éëøò úöåá÷ ìù íåîéðéî éë (5)-á åðéùòù äî ÷åéãá äæ .s-áå

àåä (5)-ì ìå÷ù çåñéð .F

val(A, s,∀uψ) =
{

T val
(
A, s

(x
a

)
, ψ

)
= T a ∈ A ìëì íà

F úøçà
(7)
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.ùåîéùì øúåé çåðå äáéúëì øúåé øö÷ àåä éë (5)-á ùîúùäì åðôãòä úîàä úøãâäá
äçñåðá åðìôè øùàë åðøëæäù íéìå÷éù íúåàî ," ψ -ù êë x íéé÷" íéàøå÷ åðà ∃xψ äçñåðä úà .ä

é"ò íâ val(A, s, ∃xψ) úà øéãâäì ïúéðù øåøá .∀xψ

val(A, s,∃xψ) =
{

T val
(
A, s

(x
a

)
, ψ

)
= T -ù êë a ∈ A íéé÷ íà

F úøçà
(8)

.T úà äìéëî äöåá÷ä ííà T àåä úîà éëøò úöåá÷ ìù íåîéñ÷î éë (6)-ì äìå÷ù úàæ äøãâä
.äéñøå÷øá äøãâää úîéëñá 'ä-å 'ã íéø÷î ìù úåáìúùää éôåàá äúò ïåãð .ð"ç éòãåéì äøòä 8.23ð"ç éòãåéì äøòä 8.23ð"ç éòãåéì äøòä 8.23
val

(
A, s

(x
a

)
, ψ

)
ìù íéëøòä ïî val(A, s,∃xψ) -å val(A, s, ∀xψ) ìù íéëøòä úà íéáùçî (6)-å (5)

àåä éë úàæ äøãâäá øèîøô àåä A .ψ ìù úîàä éëøòî íéáùåçî ∃xψ ìùå ∀xψ ìù úîàä éëøò ,øîåìë
val(A, s, ∀xψ) ìù êøòä úà áùçì éãë éë øèîøô åðéà s úàæ úîåòì .(6)-å (5) ìù íéããöä éðùá òéôåî
.a ∈ A ìëì val

(
A, s

(x
a

)
, ψ

)
ìù íéëøòä úà úòãì êéøö àìà val(A, s, ψ) ìù êøòä úà úòãì éã àì

àåä äîåçúù äéö÷ðåôä úà valfun(A, φ) -á ïîñð äéñøå÷øá ïàë íéøéãâî åðà ÷åéãá äî úåàøì éãë
øîåìë ,val(A, s, φ) àåä äëøò úàæë s äîùä ìëì øùàå A-á L-ì úåîùää ìë úöåá÷

valfun(A, φ)(s) = val(A, s, φ)

íéàøî (6)-å (5) éë øåøá .valfun(A, φ) äéö÷ðåôä úàæ φ úøéöé ìò äéñøå÷øá íéøéãâî åðàù äî
,ìùîì ,ìù êøòä øùàë ,valfun(A, ψ) êåúî valfun(A, ∃xψ) úàå valfun(A, ∀xψ) úà áùçì ãöéë
ìù íéëøòî íâ àìà s øåáò valfun(A, ψ) ìù êøòä ïî ÷ø àì áùåçî s øåáò valfun(A, ∀xψ)

.(s
(x
a

)
úåîùää ïäù) úåøçà úåîùä øåáò valfun(A, ψ)

äçñåðáå N íééòáèä íéøôñîä äðáîá ÷åñòð .äðáîá äçñåð ìù êøò áåùéç ìù äîâåã 8.24äðáîá äçñåð ìù êøò áåùéç ìù äîâåã 8.24äðáîá äçñåð ìù êøò áåùéç ìù äîâåã 8.24
.éðåùàø øôñî àåä x-ù ,úéáéèéàåèðéà ,úøîåàä 1 ≺ x ∧ ∀y(∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x)

äéñøå÷øá äøãâää .s äîùäá úàæ äçñåðá íééåèéáä ìù íéëøòä úà áùçðå ,ω-ì äîùä s äúò éäú
.åìà íéëøò áåùéçá ïàë äùòð ïëå ,íéëáåñî øúåé íééåèéáì íéèåùô øúåé íééåèéáî úëìåä íéëøòä ìù

.val(N, . . .) íééåèéáä ïî N ïîéñä úà èéîùð N äðáîá íéùòð ïàë íéáåùéçä ìëù ïååéëî
.val(s, z) = s(z) -å ,val(s, y) = s(y) ,val(s, x) = s(x) äðúùî ìù êøòä úøãâä éôì .à
.val(s, 1) = 1N = 1 éùéà òåá÷ ìù êøòä úøãâä éôì .á
val(s, y ◦ z) = ◦N(val(s, y), val(s, z)) (1) éôì .â
val(s, y ◦ z) = s(y) · s(z) 'à éôìå ◦N = · -ù ïååéëîå
val(s, y ≈ x) =≈N (val(s, y), val(s, x)) (2) éôì .ã

val(s, y ≈ x) =
{

T s(y) = s(x) íà
F úøçà

'à éôìå úåäæä ñçé àåä ≈N -ù ïååéëîå

val(s, y ≈ 1) =
{

T s(y) = 1 íà
F úøçà

'á éôìå ,'ã-ì äîåãá .ä

val(s, 1 ≺ x) =≺N (val(s, 1), val(s, x)) (2) éôì .å

val(s, 1 ≺ x) =
{

T 1 < s(x) íà
F úøçà

'á-å 'à éôìå < øãñä ñçé àåä ≺N -ù ïååéëîå

val(s, y ◦ z ≈ x) =≈N (val(s, y ◦ z), val(s, x)) (2) éôì .æ

val(s, y ◦ z ≈ x) =
{

T s(y) · σ(z) = s(x) íà
F úøçà

'â-å 'à éôìå úåäæä ñçé àåä ≈N -ù ïååéëîå

val(s, y ≈ 1 ∨ y ≈ x) = t∨(val(s, y ≈ 1), val(s, y ≈ x)) úîàä úøãâä éôì .ç

val(s, y ≈ 1 ∨ y ≈ x) =
{

T s(y) = s(x) åà σ(y) = 1 íà
F úøçà

t∨ úøãâäå 'ä ,'ã éôìå

val(s,∃z(y ◦ z ≈ x)) = max
{
val(s

(z
n

)
, y ◦ z ≈ x) | n ∈ ω

}
(6) éôì .è

val(s,∃z(y ◦ z ≈ x)) = T éë øîåà äæå
val(s

(z
n

)
, y ◦ z ≈ x) = T -ù êë n ∈ ω íéé÷ ííà

æà s
(z
n

)
(u) = s(u) íéé÷ z-î äðåùä u äðúùî ìëìå s

(z
n

)
(z) = n éë øåëæðå s øåáò s

(z
n

)
'æ-á áéöð íà

êë .s(x) úà ÷ìçî s(y) ííà øîåìë ,s(y) ·n = s(x) -ù êë n ∈ ω íéé÷ ííà T àåä 'è-á ìàîù óâà
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åðìá÷

val(s,∃z(y ◦ z ≈ x)) =
{

T s(x) úà ÷ìçî s(y) íà
F úøçà

úîàä úøãâä éôì .é
val(s,∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x) = t→(val(s,∃z(y ◦ z ≈ x)), val(s, y ≈ 1 ∨ y ≈ x))

val(s,∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x) = t→ úøãâäå 'è ,'ç éôìå

=
{

T s(y) = s(x) -ù åà σ(y) = 1 -ù åà s(x) úà ÷ìçî åðéà s(y) íà
F úøçà

val(s,∀y(∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x)) = (5) éôì .à"é
= min{val(s

( y
m

)
, ∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x) | m ∈ ω}

ìá÷ðå s
( y
m

)
(x) = s(x) -å s

( y
m

)
(y) = m éë øåëæðå ,s íå÷îá s

( y
m

)
íò ,'é-á äúò ùîúùð

=
{

T m = s(x) -ù åà m = 1 -ù åà s(x) úà ÷ìçî åðéà m m ∈ ω ìëì íà
F úøçà

øîåìë
=

{
T m = s(x) åà m = 1 æà s(x) úà ÷ìçî m íà m ∈ ω ìëì íà
F úøçà

øîåìë
=

{
T s(x) -îå 1-î íéðåùä íé÷ìçî s(x) -ì ïéà íà
F úøçà

val(s, 1 ≺ x ∧ ∀y(∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x)) = úîàä úøãâä éôì .á"é
= t∧(val(s, 1 ≺ x, val(s,∀y(∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x))

=
{

T s(x) -îå 1-î íéðåùä íé÷ìçî s(x) -ì ïéàå s(x) > 1 íà
F úøçà

t∧ úøãâäå à"é-å 'å éôìå

=
{

T éðåùàø øôñî s(x) íà
F úøçà

øîåìë

x-ù ,úéáéèéàåèðéà ,úøîåàä 1 ≺ x ∧ ∀y(∃z(y ◦ z ≈ x) → y ≈ 1 ∨ y ≈ x) äçñåðäù åðéàø êë
øôñî àåä s(x) ííà s äîùäá N íééòáèä íéøôñîä äðáîá úéúéîà íðîà àéä ,éðåùàø øôñî àåä

.éðåùàø

øôñî àåä x-ù áèéä åðì øëåîä ãâéää úà äçñåðë úéìîøåô äôùá åðáúë ?åðéàøù äîâåãá åðéùò äî
.ãéâúù åðååëúäù äî úà úøîåà úîàá úàæ äçñåðù çéëåäì éãë äìåãâ äçøéè åðçøè êë øçàå éðåùàø
íéãâéä íéîâøúî ä÷éâåìáù êë ìò .äìéçúëî åðì äéä àìù øáã åðâùä àìå äáøä ïàë åðçøè äøåàëì

:àáä øéùîçá ùåîìä ìåàô éà÷éèîúîä õöåìúä íéëáåñî íééìîøåô íééåèéáì íééèîúî
If you think your paper is vacuous
Use the first order predicate calculus
Then it becomes logic
And as if by magic
The obvious is hailed as miraculous
äâòá áèéä òéáäì íéòãåé åðàù äî úà íéñçéä áéùçú úôùá òéáäì äðéà åðúøèîù ùéâãäì áåùç ïëì
ú÷ééåãî äôù øåöéì àéä íéñçéä áéùçú ìù úéìîøåôä äôùä úøãâäá åðúøèî .úìáå÷îä úéèîúîä
-îúîä íéãâéää øåáò úàæ äôù ìò ãîìðù äîá ùîúùäì éãë .íééèîúî íéìëá øå÷çì ïúéð äúåàù éøîâì
,íéñçéä áéùçúá úåàçñåðë äòáäì íéðúéð åìà íéãâéäî åìà úòãì åðéìò íéøáãî åðà äá äâòá íééè
-îúî íéãâéä ìù íåâøúä êøã úøëä .úåìá÷úîä úåàçñåðä ìò íééåñî òãéîì íé÷å÷æ íâ åðà íéúéòìå

.òöáì ÷÷ãæð àì åîöò íåâøúä úàù úåøîì ,êë íùì äáåùç íéñçéä áéùçú ìù úåàçñåðì íééè

äãáåòä .íééùîî íéøôñî ìù úåéö÷ðåôá ÷åñéòä íò úååùäì øùôà ïàë íéùåò åðàù äî úà
úà åðøãâä äìéáùá àìå úðééðòî äðéà íéîåðéìåô ïä −5x3 + 7x − 13 -å x2 + 3x − 2 úåéö÷ðåôäù
úåðåëú ïðùé íéîåðéìåôì éë úåéö÷ðåôä øàùì íéîåðéìåôä ïéá äðçáää àéä íù áåùçù äî .íåðéìåôä âùåî
ïúéðù úåðòè éðéî ìë ìù úåàîâåã åðàáä ïàëå 'à ÷øôá .äéö÷ðåô íúñì úåîéé÷ ïðéàù úåáø úåáåè
úàæ úîàá áåùçù äîå ,äæ áéùçú ìù éåèéáä çåë ìò íùåøä úà øåöéì éãë íéñçéä áéùçúá ïòéáäì
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íéìåëé åððéà íúåà íéøáãä ïéáå íéñçéä áéùçúá òéáäì íéìåëé åðà íúåà íéøáã íúåà ïéá äðçáää äðä
øùôàù úåéö÷ðåô ïéá úéúåòîùî äðçáä äðùé íéîåðéìåô éáâìù íùë ,ïë ìò øúé .äæ áéùçúá òéáäì
úåäåáâ úåìòîî íéîåðéìåô é"ò ÷ø ïâéöäì øùôàù úåéö÷ðåô ïéáì 3 ≥ äìòîî íéîåðéìåôë ,ìùîì ,ïâéöäì
êåáéñä úãéî éôì âååñì íéìåëé åðà íé÷åñôä áéùçú ìù úåàçñåð é"ò òéáäì íéìåëé åðàù äî úà íâ êë

.úåàçñåðä ìù
åðùé ,úàæ íò .úéìëúá èåùô àåä éçëåðä óéòñá äë ãò åðéùòù äî ìë .íééãåñéä íéâùåîä úøäáä 8.25íééãåñéä íéâùåîä úøäáä 8.25íééãåñéä íéâùåîä úøäáä 8.25
äúéä àì úàæ äðçáäùå êëá íéù÷úî íéáøù àéä äãáåò éë ,íéâùåîä ïéá äðçáäá íééåñî éùå÷ äàøðë
äçñåð íéñçéä áéùçú ìù 8.22 úîàä úøãâä .äøáòù äàîä ìù äðåùàøä äúéöçîì ãò ììëá äøåøá
íåùî àì ìåãâ âùéä äéä äæ çåñéð .äøáòù äàîä ìù íéùåìùä úåðùá é÷ñøè é"ò úåøéäáá äðåùàøì

.úîàä âùåî áéáñ äéäù ìôøòä úà øæéô àåäù íåùî àìà åîöòùëì òéúôî àåäù
úåéôåñ úåøãñå íéðîéñ íä äéáéëøîù äôù åðì äðåúð .ä÷éâåìä ìù íééãåñéä íéâùåîá èéáðå øåæçð
ïä åìà ìáà ,éèðâî øîåçá íéèðâåîî íéøåæéà åà øééð ìò íéáåúëä íéðîéñ íä åìà ììë êøãá .íéðîéñ ìù
åîë) íéìã úåéäì íéìåëéä íééèîéúî úåîìåò íéðåúð éðù ãöî .åðìù ïåéãì úåáåùç ïðéàù úåéñéô úåãáåò
íéáëøåî íééèîéúîä úåîìåòä .úåöåá÷ä úøåú íìåò åîë ãàî íéøéùò åà (íéøáéàä éðù ïá Z2 äãùä
åðìù úéáéèéàåèðéàä úåàøä úãå÷ðî .úàæ äöåá÷ ìò íéîééåñî úåìåòôîå íéñçéîå íéîöò úöåá÷î
åðà åì äîéàúî äôùå éèîéúî íìåò ïúðäá .äôùá ììë éåìú åðéà åìà íééèîéúî úåîìåò ìù íîåé÷
äæéàå ñçé äæéàì íéàúî ñçé ïîéñ äæéà åðì øîàéù åäùî øîåìë ,íééðùä ïéá øù÷éù åäùîì íé÷å÷æ
íéé÷åñôä íéøù÷ä úà ïéáäì ãöéë åðì íéøîåàä íéììëä ìò óñåðá äæå ,äìåòô åæéàì íéàúî äìåòô ïîéñ

.íééåñîä éèîéúîä íìåòì øù÷äá íéúîëä úà ïéáäì ãöéëå
éðèùô ãàî øåàú ïàë ïúéðå ,åðøëæäù íéðåùä íéâùåîì äðåù ì÷ùî úåðúåð úåðåù úåéôåñåìéô úåùéâ
åðàù íåùî àìå íîöò úåëæá íéîéé÷ íééèîéúîä úåîìåòäù úøîåà úéèñéðåèìôä äùéâä .åìà úåùéâ ìù
åìéôà éìåà åìà úåîìåò ìù íîåé÷ .éàãéà íåé÷á àìà éñéô íåé÷á åàë øáåãî àìù ïáåîë .íäéìò íéøáãî
ïéá ïéçáäì éãëå åìà úåîìåòá ïåéã íéé÷ì éãë ÷ø äîéàúî äôùá íéùîúùî åðà .éäùìë äôùá éåìú åðéà
íééèîéúîä íéîöòäù úøîåà úéèñéìîøåôä äùéâä àéäù úéãâðä úéðåöé÷ä äùéâä .íäìù úåðåù úåðåëú
åìàë úåîìåò úøéöé úìñåô úàæ äùéâ ïéà úàæ íò .äôùä ÷ø úàæ íéé÷ù äî ìë àìà ììë íéîéé÷ íðéà
,ìùîì .úåùîî ìë íäá ïéàù úåøîì éà÷éèîéúîì éâåìåëéñô øæò éòöîà íä åìàë úåîìåò éë ,ïåéîãá
áçøîä ìù éèîéúîä íìåòä äéä íäéðéò ãâðìù àåä íéðååéä é"ò äéøèîåàéâä úøéöéì àéáäù äîù øåøá

.úåçëåäå íéèôùî ìù úéìîøåô úëøòî ÷ø àìå éãîî-úìúä éøèîåàéâä
äðáîä âùåî — íäéðéá øù÷îä åäùîå éèîéúî íìåò ,äôùä — åðøëæäù íéâùåîä úùåìù êåúî
íò ãçé éèîéúîä íìåòä úà ïúåð àåä éë ,ãçé íéðåøçàä íéãé÷ôúä éðù øçà àìîî 8.16-á åðøãâäù
ïåøúéä íåùî àìà íìåòì úîãå÷ äôùä éë åðòðëúùäù íåùî àì úàæ åðéùò .äôùä ïéáì åðéá øù÷ä
íäéðéá úååùäì éãëå äôù äúåàì íéîéàúîä íéðåù úåîìåòá äáøä ÷åñòð åðà .úàæë äâöäáù éðëèä

.äôùä éáéëøì åéáéëø úîàúä íò ãçé ãéî ïåúð äéäé äæë íìåò ìëù óéãò úåçåðá
íéðéçáî ïéà íéà÷éèîéúî ïéá éèîéúî ïåéãá .íìåòä éáéëøå äôùä éáéëø ïéá ïéçáäì øúåéá áåùç
äáéñä .äôùä úøáãî åéìò éèîéúîä íìåòä ìù x øáéà ïéáì äôùä ìù x äðúùî ïéá úåáåø÷ íéúéòì
øùàëå íéðééãúîì éøîâì äøåøá àéäù íåùî àìà äáåùç äððéà äðçáääù íåùî äððéà úàæ äðçáä-éàì
äðçáä íéé÷ì ãàî áåùç ,ä÷éâåì íéãîåì åðà øùàë ,éçëåðä áìùá .äðååëä äîì éøîâì øåøá x ìò íéøáãî
àéä äãáåò éë èåùô äàøð àåäù úåøîì èåùô äë åðéà øáãä åðøëæä øáëù éôëå ,øåøáå ãç ïôåàá úàæ
åðà ,éèîéúîä íìåòä éáéëøå äôùä éáéëø ïéá øîåìë ,íééðùä ïéá ïéçáäì éãë .íéìåãâå íéáø êëá åòèù
äôùä éáéëø úà åìéàå ä÷éèîéúîá ìáå÷îä ìéâøä ïåðâéñá úåéúåàá éèîéúîä íìåòä éáéëø úà íéáúåë
A éèîéúîä íìåòä ìù øáéà ïîñî x êë .F,G,R,S, x, y, z, u èåèøù ïåðâñá úåéúåàá íéáúåë åðà
íéáøòî åðà ïàë éë xuy áåúëð àì éîå÷î åã äìåòô ïîéñ àåä u íà .äôùä ìù éùéà äðúùî ïîñî x-å
íù àåäù ,x u y áåúëð åðà .äôùä ìù ïîéñ àåäù u äìåòôä ïîéñ íò A íìåòä ìù x, y íéøáéàä úà
íéøôñî íä 0, 1, 2 .x, y íéîöòä ìò øåáéçä úìåòô úìòôä úàæù x + y áåúëð ïëå ,äôùä ìù íöò
.íéðîéñ äùåìù ïá íöò íù àåä 2u1 åìéàå 3 øôñîä àåä 2+1 .íéòåá÷ íä 0, 1, 2 -å íéøôñîä íìåòî
íéòåá÷ä ïéá äøåøá äðçáä íéðéçáî åðà ìéòì åðøëæäù äî øåàì .íéúîëäå íéòåá÷ä éãé÷ôú úøäáä 8.26íéúîëäå íéòåá÷ä éãé÷ôú úøäáä 8.26íéúîëäå íéòåá÷ä éãé÷ôú úøäáä 8.26
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íò äôùá ìùîì ìëúñð .íééåñî äðáîá íéðîñî åìà íéòåá÷ù íìåòä éøáéà ïéáì äôùä ìù íééùéàä
ïåîéñ øùàë ,〈R, ·, 1〉 äðáîä àåä úàæ äôùì íéàúîä ãçà äðáî .1 òåá÷äå ◦ éîå÷î-åãä äìåòôä ïîéñ
· ìôëä úìåòô äîéàúî ◦ äìåòôä ïîéñì ,R íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ àåä åîìåòù äðáîä úà ïîñî äæ
àéä G øùàë ,〈G, ·, I〉 àåä úàæ äôùì íéàúîä éðù äðáî .1 øôñîä íéàúî 1 òåá÷ìå íééùîîä ìò
äðáî .äãéçéä úöéøèî àéä I-å úåöéøèîä ìôë úìåòô àéä · ,íééùîîä ìù 3 × 3 úåöéøèîä úöåá÷
øåáéçä úìåòô àéä + ,íéîìùä íéøôñîä úöåá÷ àéä Z åá 〈Z, +, 0〉 àåä úàæ äôùì íéàúîä éùéìù
úà ïîñî 1 òåá÷äùå øåáéçä úìåòô úà ïîñî ◦ ïîéñäù øæåî éìåà äàøð äæ) .0 øôñîä àåä 0-å Z ìò

.(ìåñô êëá ïéà ìáà ,0 øôñîä
åðà äá äôùá ïðåáúð ,ìùîì .íéòåá÷ é"ò íéðîåñî äðáîä éøáéà ïéáî ïè÷ øôñî ÷ø ììë êøãá
,ìôëäå øåáéçä úà íéðîñîä ◦-å u íä äìåòôä éòåá÷ úàæ äôùá .úåãù ìéáùá ììë êøãá íéùîúùî
ùé 1-ìå 0-ì ÷ø äãùä éøáéà ìëî êë .1-å 0 äãùä éøáéà úà íéðîñîä 1-å 0 íä íééùéàä íéòåá÷äå
åðàå íééùîîä äãù åà íééìðåéöøä äãù àåä øáåãî åá äãùä íà ,ïë ìò øúé .íäì íéîéàúîä íéòåá÷
àìì íöò úåîù øîåìë) íéòåá÷ íöò úåîù ìù íéëøòë íéìá÷úîä äãùä ìù íéøáéàä ìë ìò íéìëúñî

ìù íéëøòë íéìá÷úîä íééòáèä íéøôñîä ÷åéãá íä åìà íéøáéà æà (íéðúùî
.íäùìë íéòåá÷ íöò úåîù ìù íéëøòë íéìá÷úî íðéà íéøçà íéøôñîå ,0, 1, 1u1, (1u1)u1, . . .

,1-ìå 0-ì ÷ø àìå äãùä éøáéà ìëììì êëá íéðååëúî åðà ". . . x ìëì" ,∀x úåòöîàá ,íéøîåà åðà øùàë
íéðååëúî åðà ". . . x íéé÷" ,∃x úåòöîàá ,íéøîåà åðà øùàë ,ïë åîë .íééòáèä íéøôñîì ÷ø àì åìéôàå
éòáè øôñî óà åà 1 åà 0 úåéäì ììë áééç åðéà äæ x-å ïòèðù äî úà íéé÷îä äãùá åäùìë x íéé÷ù

.åäùìë
äðáîä ìù íéáéëøä ïî åìéà åðìàù íé÷åñôä áéùçúá .äîùäáå äðáîá íöòä íù ìù êøòä úåìú 8.27äîùäáå äðáîá íöòä íù ìù êøòä úåìú 8.27äîùäáå äðáîá íöòä íù ìù êøòä úåìú 8.27
ïúåð äðáîäù íéëøòä íä åìà íéáéëøù äðò 7.3 èôùîå äðáîá φ ÷åñô ìù úîàä êøò úà íéòáå÷
-åðìå íöòä úåîùì ñçéá äúò úàæ äìàù íéìàåù åðà .φ-á íéòéôåîä P1, . . . , Pn íééãåñéä íé÷åñôì
íéòáå÷ äîùää ìùå äðáîä ìù íéáéëøä ïî åìéà íéìàåù åðà ïàë øùàë ,íéñçéä áéùçú ìù úåàçñ
äðúéðù åæì äîåã äéäú äáåùúä êøòä ìò äðáîä úòôùäì øùàá .äçñåðä åà íöòä íù ìù êøòä úà
ïúåð äðáîäù íéëøòá ÷ø éåìú A äðáîá φ äçñåð ìùå t íöò íù ìù êøòä — íé÷åñôä áéùçú éáâì
àéä íâ íéúîë úøñç äçñåð ìùå t íöò íù ìù êøòä ìò äîùää úòôùä .φ-áå t-á íéòéôåîä íéòåá÷ì

.êùîäá äá ïåãðå øúåé úëáåñî àéä úéììë äçñåð ìù úîàä êøò ìò äúòôùä ìáà ,äîåã
A íìåò åúåà éìòá íä A′-å A-ù êë t-ì íéîéàúî íéðáî A′-å A åéäé .íöò íù t éäé .èôùî 8.28.èôùî 8.28.èôùî 8.28
t-á òéôåîä G éîå÷î-n äìåòô òåá÷ ìëìù øîåìë ,φ-á íéòéôåîä íéòåá÷ì íéëøò íúåà íéðúåðä íäå
ìëìù êë A-ì úåîùä s′-å s äðééäú .cA

′
= cA íéé÷ t-á òéôåîä c éùéà òåá÷ ìëìå GA

′
= GA íéé÷

æà .s′(x) = s(x) íéé÷ t-á òéôåîä äðúùî

val(A′, s′, t) = val(A, s, t) (9)

íéòéôåîä íéðúùîìå íéòåá÷ì íéðúåð äîùääå äðáîäù íéëøòá ÷ø éåìú íöò íù ìù êøòäù øîåà äæ
.åá

cA
′

= cA èôùîä úçðä éôì æà c éùéà òåá÷ àåä t íà .t íöòä íù úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .äçëåä.äçëåä.äçëåä
ïëå val(A, s, t) = val(A, s, c) = cA íéé÷ íöò íù ìù êøòä úøãâä éôìù ïååéëîå

.(9) ìá÷úî val(A′, s, t) = val(A′, s, c) = cA
′

ìë ,1 ≤ i ≤ n ìëì .íöò úåîù t1, . . . , tn -å éîå÷î-n äìåòô òåá÷ G øùàë t = G(t1, . . . , tn) íà
ïëì .èôùîä úåçðä ti íöòä íù éáâì úåîéé÷ ïëìå t-á íâ òéôåî ti-á òéôåîä éùéà òåá÷ ìëå äìåòô òåá÷

1 ≤ i ≤ n ìëì ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,íéé÷

. val(A′, s′, ti) = val(A, s, ti) (10)

íéé÷ íöò íù ìù êøòä úøãâä éôì

val(A, s, t) = GA(val(A, s, t1), . . . , val(A, s, tn))

val(A′, s′, t) = GA
′
(val(A′, s′, t1), . . . , val(A′, s′, tn))

(11)
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ïéîé éôâà (01)-î äàöåúë ïëìå ,GA
′
= GA èôùîä úåçðä éôì ïëì t-á òéôåî G äìåòôä òåá÷ù ïååéëî

.(9) èôùîä úð÷ñî úîéé÷å íéååù íä (11) ìù ìàîù éôâà íâ ïëìå íéååù íä (11) ìù

úà äìéëî A úôù øîåìë ,éäùìë äøåãñ äöåá÷ A éäú .íéðúùî ìù úåúîåëîå úåéùôåç úåòôåä 8.29.íéðúùî ìù úåúîåëîå úåéùôåç úåòôåä 8.29.íéðúùî ìù úåúîåëîå úåéùôåç úåòôåä 8.29
φ úåàçñåðá ïðåáúð .A ìò øãñ ñçé àåä ,<-á åðîñðù ,≺A éîå÷î-åãä ñçéäå ,≺ éîå÷î-åãä ñçéä òåá÷

:úåàáä
øãñä ñçé ííà val(A, s, φ) = T éë øåøá .∀x∀y(x ≺ y → ∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y)) äçñåðä àéä φ .à
val(A, s, φ) äæ äø÷îá ïëì .A ìù åäùìë øáéà àöîð A ìù íéøáéà éðù ìë ïéá íà øîåìë ,óåôö àåä <

.s äîùäá ììë éåìú åðéà
éåìú val(A, s, φ) ïëìå ,s(x) < s(y) ííà val(A, s, φ) = T éë øåøá .x ≺ y äçñåðä àéä φ .á

.y-ìå x-ì úðúåð s-ù s(y) -å s(x) íéëøòá
A éøáéà íðùéå s(x) < s(y) ííà val(A, s, φ) = T éë øåøá .∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y) äçñåðä àéä φ .â
øçà êøòá åà s(z) -á éåìú åðéà ìáà s(y) -áå s(x) -á éåìú val(A, s, φ) ïëì .s(y) -å s(x) ïéá íéàöîðä
íééåñî øáéà ìò úøáãî äðéà φ-ù àéä s(z) -á éåìú åðéà val(A, s, φ) -ù êëì äáéñä .s ìù åäùìë
äæë ùåîéù .íäùìë íéøáéàì ñçééúäì äì øùôàîä øæò äðúùîáë z-á úùîúùî àéä àìà z-á ïîåñîä
,z ìù êøòá àìå b-å a ìù íéëøòá ÷ø éåìú åëøòù

∫ b
a z2dz éåèéáá z-á ùåîéùì éøîâì äîåã z äðúùîá

φ ìù úîåëî äðúùî àåä z éë íéøîåà åðà úéçëåðä φ äçñåðä ìù äø÷îá .øæò äðúùîë åá ùîùî z éë
.φ ìù íééùôåç íéðúùî íä y-å x åìéàå

y, x øåáò s äîùää éëøòá éåìú úàæ φ ìù úîàä êøò . z 6≈ x ∧ ∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y) äçñåðä àéä φ .ã
s(x) ïéá íäùìë íéøáéà íéîéé÷å s(x) < s(y) ,s(z) 6= s(x) øùàë æà ÷åéãá úéúéîà àéä φ éë ,z-å
ãåòá s(z) -á éåìú z 6≈ x áéëøä ìù úîàä êøòù äàøð φ ìù úîàä êøò áåùéç éøçà áå÷òð íà .s(y) -ì
òéôåî z äðúùîäù àåä ïàë äøå÷ù äî .s(z) -á éåìú åðéà ∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y) áéëøä ìù úîàä êøò
àåäù øîåà áéëøäù íééåñî øáéà ïîñî z z 6≈ x áéëøá .íéðåù íéãé÷ôúá äçñåðá íéðåù úåîå÷îá
àåä àìà íééåñî øáéà ïîñî åðéà z ∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y) áéëøá åìéàå ,x é"ò ïîåñîä øáéàä ïî äðåù
íéðåù íéãé÷ôú éðùá äðúùî åúåà ìù äæë ùåîéù .A ìù íäùìë íéøáéàì ñçééúäì äçñåðì øùôàî
íå÷îá ùîúùäì óéãòð ãéîúå ,äùòîì íéùîúùî åðà ïäá úåàçñåðá éåöø åðéà éàãååá äçñåð äúåàá
äðúùî ìë äá øùàå φ úåòîùîë ÷åéãá äúåòîùîù z 6≈ x ∧ ∃u(x ≺ u ∧ u ≺ y) åîë äçñåðá φ-á
φ éåèéáä íäéôì øùà íééìîøåô íéììë úòéá÷ éãë ãò úëì ÷éçøð àì ìáà ,ãáìá ãçà ãé÷ôúá ùîùî

.íéñçéä áéùçú ìù øéáçúä úà úøëéð äãéîá åëáñé åìà íéììë éë ,äçñåð åðéà

éùôåç äðúùî àø÷ð x äðúùî øùàë ,äçñåðá éùôåçä äðúùîä âùåî ìù úéìîøåô äøãâäì ùâéð úòë
.äçñåðá úéùôåç äòôåä åì ùé íà äçñåðá

.ïî÷ìãë φ ìò äéñøå÷øá úøãâåî φ äçñåðá éùôåç äðúùî úåéäì x äðúùî ìù äðåëúä .à .äøãâä 8.30äøãâä 8.30äøãâä 8.30
.ti íöòä úåîùî ãçàá òéôåî x íà φ-á éùôåç x æà R(t1, . . . , tn) úéîåèà äçñåð φ íà

.ψ-á éùôåç àåä íà φ-á éùôåç x æà φ = ¬ψ íà
.χ-á éùôåç åà ψ-á éùôåç àåä íà φ-á éùôåç x æà φ = ψ�χ íà

.φ-á éùôåç åðéà x æà φ = Qxψ íà
.ψ-á éùôåç àåä íà φ-á éùôåç x æà x-î äðåùä äðúùî àåä u-å φ = Quψ íà

.÷åñô÷åñô÷åñô úàø÷ð íééùôåç íéðúùî àìì äçñåð .á

íéòåá÷ä øåáò A éëøòá ,A ìù íìåòá ÷ø éåìú φ äçñåð ìù val(A, s, φ) úîàä êøò .èôùî 8.31èôùî 8.31èôùî 8.31
íéðáî íä A,A′ íà ,÷åéã øúéì .φ-á íééùôåçä íéðúùîä øåáò s äîùää éëøòáå ,φ-á íéòéôåîä
úåîùä ïä s, s′-å φ-á íéòéôåîä íéòåá÷ì íéëøòä íúåà úà íéðúåðä óúåùî A íìåò éìòá φ-ì íéîéàúî

.val(A′, s′, φ) = val(A, s, φ) æà φ-á íééùôåçä íéðúùîì íéëøòä íúåà úà úåðúåðä

÷ø éåìú àåäù úàæë àéä äîùäá φ äçñåð ìù úîàä êøò ìù úåìúäù øîåà éçëåðä èôùîä .äøòä
íéëøò úåáøì ,äîùää ìù íéøçà íéëøòá éåìú åðéàå ,φ ìù íééùôåçä íéðúùîì úðúåð äîùääù íéëøòá
øîåìë ,÷åñô àéä φ íà ,ãçåéîá .φ-á íééùôåç íðéàù φ ìù íéúîåëî íéðúùî íúåàì úðúåð äîùääù
.A äðáîá ÷ø éåìú àåäå äîùäá ììë éåìú åðéà φ ìù úîàä êøò æà ,íééùôåç íéðúùî äì ïéà íà
íéðáî íä A′-å A íàå ,A(φ) -ë íâå val(A, φ) -ë φ ìù úîàä êøò úà áåúëð φ ÷åñô øåáò ïëì
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.A′(φ) = A(φ) íéé÷ æà φ ÷åñôì ñçéá èôùîä úåçðä úà íéîéé÷îä
.φ ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

,úîàä úøãâä éôì ,æà íöò úåîù t1, . . . , tn -å ñçé òåá÷ R-ù ïëéä ,φ = R(t1, . . . , tn) íà

val(A, s, φ) = RA(val(A, s, t1), . . . , val(A, s, tn))

val(A′, s′, φ) = RA
′
(val(A′, s′, t1), . . . , val(A′, s′, tn))

(12)

úà íéðúåð A′-å A ,èôùîä úçðä éôì ,ïëìå φ-á íâ ïáåîë òéôåî ti-á òéôåîä òåá÷ ìë ,1 ≤ i ≤ n ìëì
éôì ,ïëìå ,äæ âùåî úøãâä éôì ,φ-á éùôåç àåä ti-á òéôåîä x äðúùî ìë ïëå ,äæ òåá÷ì íéëøòä íúåà
úåîéé÷ ,íöò íù ìù êøòä úåìú ìù ,8.28 èôùî ìù úåçðää ìëù åðéàø êë .s′(x) = s(x) ,èôùîä úçðä
φ-á òéôåî R-ù ïååéëî .1 ≤ i ≤ n ìëì val(A′, s′, ti) = val(A, s, ti) íéé÷ èôùî åúåà éôìå ,ti ìëì
íâ ïëìå íéååù (21) ìù ïéîé éôâàá íéîéàúîä íéáéëøäù åðéàø êë .RA

′
= RA èôùîä úçðä éôì ,ïëì

.äçëåä èôùîä úðòèå íéååù ìàîù éôâà
íâ òéôåî ψi-á òéôåîä òåá÷ ìë ,i = 1, 2 øåáò .φ = ψ1�ψ2 åá äø÷îá ÷ø ìôèð øù÷ é"ò úìá÷úî φ íà
éáâì úåîéé÷ ïëìå φ-á éùôåç äðúùî íâ àåä ψi-á éùôåç äðúùî ìë éùôåç äðúùîä âùåî úøãâä éôìå φ-á
.val(A′, s′, ψi) = val(A, s, ψi) ,i = 1, 2 øåáò ,íéé÷ äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .èôùîä úåçðä ψi

.� ìù úîàä çåì úìòôä é"ò èôùîä úðòè úìá÷úî ïàëî
úîàä êøò úøãâä éôì æà φ = ∀uψ íà

val(A, s, φ) = min
{

val
(
A, s

(u
a

)
, ψ

) ∣∣∣ a ∈ A
}

val(A′, s′, φ) = min
{

val
(
A′, s′

(u
a

)
, ψ

) ∣∣∣ a ∈ A
} (13)

éë çéëåð .èôùîä úðòè úà ìá÷ì êëáå ,íéååù (31)-á úåðåéååùä ìù ïéîé éôâàù çéëåäì éãë

val
(
A, s

(u
u

)
, ψ

)
= val

(
A′, s′

(u
a

)
, ψ

)
(14)

ψ øåáò úåîéé÷ úåùåøãä úåçðää íà ÷åãáì åðéìò ïëì ψ øåáò ïåëð èôùîä äéö÷åãðéàä úçðä éôìå úåéä
A-á êøò åúåà ìá÷î àåä ,èôùîä úçðä éôì ,ïëìå φ-á íâ òéôåî ψ-á òéôåîä òåá÷ ìë .s

(u
a

)
äîùääå

èôùîä úçðä éôì ,íéé÷ ïëìå φ-á éùôåç íâ àåä u-î äðåù àåäå ψ-á éùôåç àåäù x äðúùî ìë .A′-áå
.s
(u
a

)
(x) = a = s′

(u
a

)
(x) æà x = u íà .s

(u
a

)
(x) = s(x) = s′(x) = s′

(u
u

)
(x) ïàëîå s(x) = s′(x)

øåáò èôùîä úà åðçëåäå (14) íéé÷ ïëìå s
(u
a

)
äîùääå ψ øåáò èôùîä úåçðä íåé÷ úà åðçëåä êëá

.φ = ∀uψ äø÷îä
max úç÷ì ùé (13)-áù ãéçéä ìãáäá φ = ∀uψ øåáò åîë ÷åéãá àéä äçëåää æà φ = ∃uψ íà

.min íå÷îá
A-ì s äîùä ìëìù ïîñì éãë A |= φ íéáúåë åðà A äðáî ìù äôùá äçñåð àéä φ íà .ïåîéñ 8.32ïåîéñ 8.32ïåîéñ 8.32
åðéà äæ ïåéååù ìù ìàîù óâà ìù êøòä æà ÷åñô àéä φ íà éë øåøá 13.8 øåàì .val(A, s, φ) = T íéé÷

.s äîùäá éåìú
ïëì φ ìù íééùôåçä íéðúùîä øåáò s ìù íéëøòá ÷ø éåìú val(A, s, φ) ìù êøòäå úåéä
êë .φ ìù íééùôåçä íéðúùîä øåáò äéëøòá åðì éãå äìåë s äîùää úà äæ éåèéáá íéëéøö åððéà
ïëéä val

(
A,

(
x1

a1

,...,
,...,

x1

an

)
, φ

)
áåúëì ìëåð x1, . . . , xn ïéáî íä φ ìù íééùôåçä íéðúùîä ìë íà

øù÷äáå ,äîàúäá ,a1, . . . , an íéëøòä úà x1, . . . , xn íéðúùîì úðúåðä äéö÷ðåôä àéä
(

x1

a1

,...,
,...,

x1

an

)
-ù

a1, . . . , an íéëøòä úà x1, . . . , xn -ì úðúåðä éäùìë äîùä ìàë úàæ äéö÷ðåôì íéñçééúî åðà éçëåðä
.íééúåòîùî íðéà íéøçàä íéðúùîì äéëøòå


